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COURS DE MATHEMATIQUES

CHAPITRE n°1

Travail de vacances

PRESENTATION

Chers futurs éléves,
Je me présen’ce,J'e suis monsieur Sauvage, votre futur enseignant en ma’ckémo\’ciques pour I'année 2024-2025.

Je tiens & vous souhaiter la bienvenue en CPGE et dans ma classe tout particulierement. Nous travaillerons
ensemble pour que vous puissiez donner le meilleur de vous-méme, sans jamais oublier l'optique des concours qui
représentent la finalité des deux années de prépas. Comme vous le verrez trés vite, la classe préparatoire vous
demandera beo\ucoup de votre temps et de votre énergie, mais elle vous apportera aussi une expérience extrémement
enrichissante. J'attends de vous du sérieux, du travail, de I'écoute et de l'investissement. Mais je ne doute pds que

vous saurez faire preuve de tout cela.
ORGANISATION DE LA MATIERE
L'enseignement des matkémo\’ciques re[orésen’ce une po\vt impor’can’ce du programme en ECG1. L'enseignement des

mo\tkémo\‘tiques en premiére année se réparti‘t comme suit :

6h de cours,
2h de TD,

Th de TP d'informatique en Python,

AN N NN

auxquels viendront se rajouter 1h de colle toutes les deux semaines, quelques devoirs de 4h, 2 concours blanc

et des petits contrdles réquliers.




Le programme de mathématiques en ECG1, comme vous le verrez, fait intervenir a la fois de I'o\lgébre (logique et
raisonnement, calcul matriciel et résolution de systemes linéaires, espaces vectoriels et o\[ololicot’cions linéaires), de
I'analyse (suites de nombres réels, fonctions réelles d'une variable réelle, calcul intégral et équations différentielles,
étude élémentaire des séries) ainsi que des pvobabilités ([ovobo\bilités sur un univers fini, variables aléatoires

discrétes, statistiques) qui représentent une partie importante du programme.

PRE-REQUIS
Les rappels évoqués dans ce document vous feront réviser les notions importantes de calculs (opérations sur les
fractions, identités remarquo\bles. dérivation...). Et ce afin que vous vous assuriez que ces points ne vous posent pas
de problémes (dans le cas contraire il vous faudra les travailler pendant I'été) et que vous puissiez partir sur de
bonnes bases dés la rentrée de septembre.
DES REFERENCES
Il n'y a pas de livres spécifiques & dcheter en maths, car le cours polycopié, les feuilles de TD, les devoirs, les dms

distribués pendant 'année se suffisent & eux-mémes.

Si vous désirez acheter un ouvrdge pour préparer efficacement votre rentrée, je vous conseille le livre suivant :

Mathématiques-Réviser et consolider les bases de Terminale pour réussir la 1re année d’'ECG-
Complément Python-2e édition

Editeur : EHipse (lorix 119 €)

Une cession de remise & nivedu en mathématiques aura lieu du lgcée Carnot - Gambetta.
Volume : 16 heures réparties comme suit : du lundi 26 aoat au jeudi 29 aoat (10h ~ 12h et 13h30 - 15h30).
Les deux premiéres sédnces seront dssurées par moi-méme.

Le deux séances suivantes seront assurées par Mr ANAKKAR : le professeur de maths en ECG2

CONCLUSION

Tout cela vous sera bien sir expliqué plus en détails a la rentrée.

Reposez-vous bien dussi pendant les vacances pour commencer l'année en forme en septembre. En attendant de

faire votre connaissance a la rentrée prochaine, je vous souhaite de belles vacances.

SAUVAGE JEROME




Le document qui suit est construit de la maniére suivante : j'ai mis I'ensemble des bases qui me semblent
importantes de maitriser pour bien commencer |'année en ECG. Pour chacune des notions importantes, j'ai mis
des vol[oloels de cours, des exemples pour les illustrer ainsi que des petits exercices de mise en o\plolico\tion directe du
cours. Je vous demande de chercher et rédiger ces exercices sur feuille La correction se trouve en fin de polycopié.
Cela vous permettra ainsi d'avoir une idée de votre niveau, de vous indiquer les notions que vous maitrisées et au
contraire, celles qui vous posent des difficultés. Nous prendrons un peu de temps & la rentrée pour faire des
"révisions" de Terminale. Je mets le mot "révisions” entre parenthése car je sais bien qu'avec les différences de
programme et de niveau entre la spéciali‘tés maths et les maths comlolémento\ires, il y a sans doute des points qui
auront été tres partiellement vu au lycée pour certains d'entre vous. Ce sera ainsi l'occasion de remettre tout le
monde a niveau. Méme s'il y a des points dans ce document qui ne vous |oo\r|e pas plu.s que ca, essayer de les
travailler le maximum en autonomie pendant les vacances en travaillant et apprenant les points de cours et en
vous inspirant des exemples. Vous serez dinsi plus a l'aise & la rentrée. Faites les calculs de téte ou au brouillon mais

a la main, car la calculatrice est interdite en prépa, comme leJour du concours.

Bon travail !
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PARTIE 1: GENERALITES

1. Les nombres
1.1 Les ensembles de nombres

Tout du long de I'année, nous manipulerons des variables numériques et il est important d'en connattre la nature.

Les ensembles de nombres les plus courants possédent des notations spécifiques qu'il faudra maitriser au plus vite.

/

¥ Les entiers naturels : N ={0,1,2,...} et les entiers naturels non nuls : N*

¥ Les réels positifs : R, et les réels strictement positifs : R}

¥ Les réels néga'tiFs : R_ et les réels strictement néga‘l:ifs : RE

v Lles réels: R ou l'intervalle | — 0o ;+0o[ et les réels non nuls : R* =] —00;0[U]0; +oof

\

)

Par exemple, si n est une variable donnée, on écrira n € N pour signiFier que n est un entier naturel.

¥ Ecrire x € R, revient a écrire x = 0 qui revient a écrire x € [0; +o0

) .

[

Ecrire x € R} revient a écrive x > 0 qui revient & écrire x €]0; +oo [
0 ; O]

[

Ecrire x € R_ revient a écrive x < 0 qui revient a écrire x € ] — .
Ecrire x € RL revient a écrive x < 0 qui revient a écrire x € ] — 00;0[.

)

nombres négatifs : R_ nombres positifs : R

1.2 Les intervalles : un « intervalle » est 'ensemble des réels compris entre deux « bornes » éventuellement

infinies. Une représentation graphique permet souvent de simplifier les choses ou encore de mieux les
P graphique p P

visuadliser.
L'intervalle « est I'ensemble des Représentation graphique
réels x vérifiant ... »
[a; +oof x=a —c0 e +oo
L >
Ja; +oof x>a o w o
] >
] —;a] x<a —o . +oo
1
] —o0;a x<a o L 4oo
1
[a;b] a<x<bh —c0 ay 1b +oo
L 1
la;b[ a<x<b —o o b +00
[a;b] a<x<b —® ay b o
T T
]a;b] a<x<bh —® ] }f’ Aiad




¥ La réunion des intervalles : I et | notée 1 U] est I'ensemble des réels qui sont dans I ou dans J.

Exemple : I'ensemble des réels x vérifiant: x < 2 ou x = 5.

—00 x <2 2r 5 xzb5 +o0
L L -

L'ensemble visualisé s'écrit : | —o00;2[ U [5; +oo.

v Lintersection des intervalles I et | notée I NJ est I'ensemble des réels qui sont dans I et dans J.

2. Bien s'exprimer en madths

La bonne maitrise des calculs est un objectif primordio\l cette année. Pour cela, il est important de bien s'exprimer

quand il s'agit de donner une description d'une expression algébrique.

Soient A et B deux nombres réels.

~

v SommedeAetdeB:A+B Différence de Aet de B: A - B Opposé de A : - A
¥ Produit de A parB: A X B Carré de A : A2 Cube de A : A®

¥ Quotient de A par B : % inverse de B : %

¥ Racine carrée de A: VA

! Ex!oonen‘tielle de A: e? Logdri‘tkme de A : In(A) /

3. Puissdnces entiéres d'un nombre réel

on mloloelle que si x est un réel et n un entier naturel non nul alors : xm = x X x X ... X x est le pvoo(u.i't de n

facteurs tous égaux a x & Par convention :si x # 0,x° = 1.
M 1} » . —n — 1 _1 _ 1
Puissance dont I'exposant est nego\tlf tpour x # 0,x7" = ] Exemple : x™1 = o

?&Eroposition g opém'tions sur les puissances

. . . am _
Pour tous réels a, b et tous entiers relatifs n, mon a : a™ x a™ = a™*t™ et = a*m,

.. myn _ ,mxn n_ .n n gn_ﬂ-
on d dussi : (a™)™ =a™", (ab)" =a™ x b", 5 =0 si b # 0.

4. Développer et factoriser

= Définition n®1 : « développer » c'est transformer un produit en une somme ou une différence,

tandis que « factoriser », c'est transformer une somme ou une différence en produit.




Rappellons les bonnes vieilles égalités remarquables : a et b deux réels alors :
PP 9 q

(a + b)2=az+2ab + b2

(a - b)2=az-2db + b2

(a +b)(a-b)=az-b2

Exercice n’1 : développer les expressions suivantes : A = (2x2 + 3x + 3)(x + 1) puis B = (-2 + x)2

louisC=(3x+1)2—(x+2)2,D=(1+x)2+(1+x)(1-x),E=(o\+b)3e‘tF=(o\—b)3.

Exercice n°2 : factoriser les expressions suivantes : A = (x +2)(3x2 +

et C=(x-1)2-(x-1)(x+3).

5. Calculs sur les quotients

Un quotient % existe a condition que :

1) Le numérateur n(x) existe ;

2) Le dénominateur d(x) existe ;

3) Le dénominateur est non nul : n(x) # 0.

Exercice n°3

1. Déterminer I'ensemble de définition des quotients :

2. simplifier 3 X% pour x #* 1.

3. Déveloploer (x =1)(x+5) et (x - 1)(x -2) puis sim[olifier pour x € R — {1,2}, le quotient

x+1

x2—-4

1) - (x+1)(x+2),B=x2-16+ 3(x - 4)

S'intéresser a ['existence c'est déterminer

le « domaine de définition », c'est-a-dire

I'ensemble des réels x pour lesquelles le

quotient est calculable, a un sens.

Vx
et ;:;

x2+4x-5
x2-3x+2"

4. Par une mise au méme dénominateur, simplifier les expressions suivantes :

4a. Pour x € R — {1}, ad >

X

4b. Pour x ER—{0,1}, — +

+ —

x—-1 x—1

3

, —
X— X
3

4c. Powr x ER— {01}, =+ 2+

2 Attention aux simpliFico\tions hasardeuses :

6. Equations

b+c




Lorsqu'on résout une équation, on commence toujours par réfléchir au « domaine de définition » de cette équation,

c'est a dire I'ensemble des valeurs de x pour lesquelles I'équa’cion est bien définie. Dans les situations les plus simples,

le domaine de définition est I'ensemble R tout entier. Cependant, une équation peut montrer la présence d'un

quotient, d'une racine carrée, d'un logarithme et au cas par cas, il faut étudier la présence d'éventuelles valeurs

interdites.

/ METHODE : quand on résout une équation, \

1) On observe de prés son domaine de définition (pour x € )

2) on la résout en indiquant toutes les étapes de calcul.

\ 3) On conclut en disant : I'ensemble solution est : S = ... /

Exercice n°4 : résoudre les équations suivantes :

1. 3% +6=0 2. -x+5=4x+2 3.x2+x+2=(x-1)(x+2) 4, %2 +x=x(x+1).

= Définition n°2 : une équation est dite « polyndmiale de dearé 2 » si on peut I'écrire de la forme :

dx2 + bx +c=0oia, b, csont des réels et a # 0.

Le réel A= b2 - 4ac s’alo[oelle le « discriminant ».

GEroposition : résolution d'une équation polym‘imiale de degré 2 \

v Si A< 0 alors I'équation ax2 + bx + ¢ = 0 ne posséde pas de solution réelle.

b
v Si A= 0 alors I'équation dx2 + bx + ¢ = 0 posséde pour unique solution le réel xg = ——.
q P pour unique 0 2a

v Si A> 0 alors ['équation ax2 + bx+c=0 posséde deux solutions réelles distinctes :

—b—VA —b+VA

\ o = =2 — == J

Exercice n°5 : résoudre les équations suivantes : 2x2 + x - 6=0,x* -4x+4=0,x® +x+1=0.

Exercice n°6 : résoudre l'équa’cion :x2 + mx + 1= 0 suivant les valeurs du réel m.

[ Attention ! Le calcul du discriminant n’est pas toujours nécessaire !]

Exemple : si on tombe sur I’équation :x2 -4 =0, on reconndit une « leité remarq’udble ».

2-4=0 (x-2)(x+2)=0 i) x-2=00u x+2=0 & x=2o0ux=-2 Findlement, s={-2, 2}.
PPN

Onpeutaussiécrire:x2—4=0 S x2=4 & x= i\/Z= + 2.

(&Emposition : cas particulier de I'équation : x2 = truc \




1) Sitruc < 0 alors I'équation : x? = truc n'a pas de solution réelle.

2) Sitruc = 0 alors I'équation : x2 = 0 admet O pour unique solution.
3) Sitruc > 0 alors l'éa[u.o\fion : x2 = truc dadmet deux solutions a savoir : x = ++/truc.
Exercice n°7 : résoudre les équations : x2 + 6= 0, x> - 3 = 0 et (2x - 3)2 = 25.

Exercice n°8 : résoudre les équations « bicarrées » : x* - 8x2+7=0etx*+x*-6=0.

= Définition n°3 : une équation « Frodui‘t » est une équation du type : A(x) X B(x) = 0.

on résout aisément ce type d’équation via la « propriété du produit nul », PPN en o\brégé.

PPN : « pour qu'un produit de facteurs soit nul, il faut et il suffit que I'un des facteurs soit nul ».

Autrement dit, A(x) X B(x) =0 < A(x) = 0 ou B(x) = 0.

Exercice n°9 : résoudre les équations suivantes : x(x - 1) + (x + 4)(x - 1)2=0

x2(x + 1) = x(x2 - 1)(2x + 1) et enfin 3(x + 1)(x + 3) = (x + 3)2.

w

= Définition n°4 : une équation « quotien‘t » est une équation du ’cjpe g i

0.

METHODE : on détermine I'ensemble de définition noté D : n(x) existe et d(x) existe et d(x) # 0.

Pour tout réel x de D on a : %2 0= n(x)=0.

—+2=-3 20 2 4s=2

Exercice n°10 : résoudre les équations suivantes : — =
x+2 x+4 x+1 x+2

7. Inéquations
Ro\lopelons qu'une « inégdli‘té » est un énoncé permettant de comparer I'ordre de deux quantités.

L'écriture a < b est une inégali‘té stricte alors que : I'écriture a < b est une inégalité large.

/V Dans une inégo\lité, on peut ajouter ou retrancher une méme quantité q a cho\que membre. \

¥ Dans une inégo\li'té, on peut mul’ciylier ou diviser chaque membre par un réel k non nul

mais en prenant des précautions : 2

v Sik >0 lesens de I'inéqalité reste intact
\ V' Sik <0 lesens de I'inégalité change. /

Lorsqu'on résout une inéquation, on commence toujours par réfléchir au « domaine de définition »

pour déceler la présence d'éventuelles valeurs interdites.




METHODE : quand on résout une inéquation,

1) On observe de prés son domaine de définition (pour x € )
2) onla résout en indiquant toutes les étapes de calcul.

3) On conclut en disant : I'ensemble solution est: S = ---

Exercice n°11 : résoudre les inéquations :2x+1<0 puis -ex +3 < 0.

= Définition n°5 : une inéquation est dite « polyndmiale de degré 2 » si on peut I'écrire de la forme :
ax2+bx+c<Qouaxt+bx+c>0ouadx2+bx+c < Oouax?+bx+c=> 0.

o a, b, c sont des réels et a = 0

fProposition : résolution d'une inéquation polynamiale de degré 2 \

Si A< 0 alors le trindme ax2 + bx + ¢ est toujours du signe de a.

Cas A=0 Cas A<O

x —0 xo +00

B —00 +oo

ax? + bz +c signedea (0 signe dea

az? + bz +c signe de a

Si A> 0 alors le trindme ax? + bx + ¢ est du signe de a lorsque x est a I'extérieur des racines

et il est du signe de -a lorsque x est situé a 'intérieur des racines.

;i —00 1 Xo +0o

K ar® +br+c signedea 0 —signedea 0 signedea /

Exercice n°12 : résoudre les inéquations : x2 +x+1<0etx2+3x-4 <Oetx*+3x-4 < 0.

Exercice n°13 : résoudre l’inéquation :mx2 +4x +1 > 0 suivant les valeurs du réel m.

@ Proposition (cas Fdr‘ticalier) : soit a un réel posi'tif

1. x2<ae —Va<x<Vaetx(<ae-Va<x<+a

2. ¥2>aox<—Vaoux>Vaetx?>a=x< —Ja ou x>Va

Exercice n°14 : résoudre les inéquations : x2 - 6 < 0, x* + 2x < 2(x + 2) et 2@ = (x +1)2 - 2x.

= Définition n°6

¥ Une inéquation « produit » est du type : A(x) X B(x) >0, A(x) X B(x) <0.
A(x) X B(x) < 0 ou encore A(x) X B(x) = 0.

¥ Une inéquation « quotien‘t » est du tmoe ; % >0 ou % >0 ou % <0 ou % <0.

/" mermooe )




1. On résout aisément une inéquation produit via la PPN et un « tabledu de signes » fdisant apparaitre le

signe des facteurs A(x) et B(x) et celui du produit A(x) X B(x).

2. On résout disément une inéquation quotient via un « tabledu de signes » faisant apparaitre le signe du

numérateur n(x), celui du dénominateur d(x) et celui du quotient

Exercice n°15 : résoudre les inéquations : (2x+1)(x+7)(x-3) = 0 et 2x(x+1)2 < (1-3x)(x+1)?, % > 0et m+ 4 < —

n)
d(x)’

x+2 5x
x+2°

PARTIE 2 : LES FONCTIONS

1. Ensemble de définition d'une fonction

Une « fonction » f dssocie a tout réel x associe au plus un réel y = f(x) appelé « image de x par £ ».

Réciproquement si y est un réel donné, tout réel x vérifiant f(x) = y est un « antécédent » de y par f.

Voici un panomrama des fonctions usuelles : fonctions polyndmes (dont les fonctions affines et les fonctions

trindmes du second degré), les fonctions rationnelles, la fonction inverse, la fonction racine carrée, la fonction

exponentielle, la fonction logarithme.

#Définition n°7 : si £ une fonction donnée, « I'ensemble de définition de £ » noté D¢

est I'ensemble de tous les réels x tels que : f(x) « existe » ou est « calculable ».

Par la fonction carré , tout réel x [oosséo(e
une image y = x2. Par exemple, I'image de 3
n'est autre que 32=9,

C'est pourquoi on dit que :

« la fonction carrée est définie sur R ».

Par la fonction inverse , tout réel x non nul loosséde une
image y = 1/x.

Par exemple, I'image de 3 n'est autre que 1/3
£0na pas d'image : « 0 est une valeur est interdite ! »
C'est pourquoi on dit que :

« la fonction inverse est définie sur R ».

/Méﬂ\ode : pour déterminer I'ensemble de définition d'une fonction, \

\

il faut examiner les conditions qui font que f(x) existe :
V' En cas de quotient, le dénominateur ne peut pas s'‘annuler.
V' En présence d'une racine cdrrée, le radicande doit étre positif.
v\ En présence d'un logarithme, I'intérieur doit étre strictement positif.

Rédaction : soit un réel x alors x € D & f(x) existe & ... Conditions ...

/

Exercice n°16 : déterminer I'ensemble de définition des fonctions suivantes.



2x+4 e*

x B 2% +4x -2, x B pmdltl Mg x + In(x), x P x2e*, x B s ' P In(x2-1),x » Vv=x+5
# Définition n°8 : le |olom est muni d'un repere. Y
_ L7,
Le « graphe de £ » est I'ensemble Cp des points de coordonnées : (x, f(x)) g '
flz)|----2
85 Remadrque : 9ra|ohe, courbe, représentation gmpkique sont synonymes. . — / L.

-

4 METHODE

¥ On obtient le domaine de définition de f en projetant le graphe sur 'axe (Ox).

¥ On obtient I'ensemble des imdges par f en projetant le graphe sur I'axe (Oy).

Exemple : e graphe ci-contre est celui d'une fonction f.

2.

Préciser Dg:

Préciser I'image de 4 par f :

Préciser les antécédents de y = 2 par f :

Résoudre 'équation f(x) = 0 :

Quel est I'ensemble des images par f.

Signe d'une fonction

[ Etudier le « signe » d'une fonction f c'est dire sur quelle(s) partie(s) de D, f(x) > 0, f(x) < 0 et f(x) = 0. ]

Le « tableau de signe » permet de synthétiser cette étude.

/METHODE : on peut déterminer « graphiquement » le signe de f en étudiant la position relative de soh
graphe par rapport a ['axe des abscisses.

¥  « Cgest au-dessus de I'axe (Ox) » & V x € D, f(x) > 0 & « fest strictement positive sur D ».

¥« Cpest en-dessous de l'axe (Ox) » & V x € D, f(x) < 0 & « f est strictement négative sur D ».
\V « C¢ coupe l'axe (0x) » < f(x) = 0 & « f s'annule ». /

Exemple : dresser le tableau de signe de la fonction f ci-contre.

Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble D et soient C¢ et C, leurs graphes respectifs.

[




« Comparer deux fonction f et g » c'est dire sur quelle(s) partie(s) de D, f(x) > g(x), f(x) < 9(x) et f(x) = 9(x).

/ METHODE : on compare « graphiquement » les fonctions f et 9\

en étudiant la position relative de leurs graphes.

« C¢ est du-dessus de C;» & V x € D, f(x) > 9()().

v
¥ «Ciesten-dessous de Cy» <= V x € D, f(x) < g(x).
v

\

Exemlgle : étudier la position relative des 9ro\|ohes ci-contre.

« Cg coupe Cy» &= f(x) = g(x).

)

/ METHODE : on a les équivalences suivantes : f(x) > g(x) & f(x) - 9(x) > 0

\ Le « tableau de signe » permet de synthétiser cette étude.

flx) < g(x) & £(x) - g(x) < 0 et f(x) = g(x) & f(x) - g(x) = 0.

Par suite, comparer deux fonctions c'est étudier le signe de leur différence.

~

Exercice n°17 : considérons les fonctions f(x) = %2 x? et g(x) = - x + 4.

1. Etudier la position relative de leur gmlohe sur R.
Retrouver vos résultat a I'aide d'un tableau de signes.
Colorier les ensembles suivants :

3a. A ={(x, y) /x € [-5,5] ety < f(x)}.

A IA
=

Exercice n°18 : représenter I'ensemble des points (x y) du plan vérifiant :

XZOetOSgSSetx+3S7e’ch+gS10.

3. Notions de limites

n v N e o
I L

=N W

5 -4-3-2-1
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a. Llecture graphique des limites

2 +

Qu'observe-t-on ?
1

2 4

Dans les deux cas, ond : lim f(x) = 2.
xX—+00

on traduit graphiquement le fait que :

[ « C¢ possede une asymptote horizontale d'équation y = 2 au voisinage de + »J

Qu'observe-t-on ?

[+
(2]

(3

(SR o

4

4
Ddns les trois cas, ona : lim f(x) =+ &
xX—+00

-
£

™~

(o)

Qu'observe-t-on ?

(S}

N—

ra

[ on traduit

iquement en disant que C¢ possede une « asymptote verticale d'équation x = -1 »J

x tend vers -1, par la droite

|
-1|(_x

v

La limite « & droite de £ en -1 » si elle existe, est la

limite de f en -1 mais avec la contrainte x > -1.

Dans ce cas, cette limite est unique et on note

alors : xl—i>rll1 f(x) ou bien xE£q+f(x)'
x>-1

x tend vers -1, par la gauche

|
x = -1

v

La limite « & gauche de f en -1 » si elle existe, est la

limite de f en -1 mais avec la contrainte x < -1.

Dans ce cas, cette limite est unique et on note

alors : lim f(x) ou bien lim_ f(x).
x--1 x—>—1"
x<—1




(S}
[

\

S% Pour le 9ra|olr\e de gauche on a : 5’% Pour le gmphe de droite on a :
xl_}[ri_ f(x) = -0 et xEr_ri+ f(x) = +o0 xl_}{ri_ f(x) = +0 et xEr_ri+ f(x) = +o0
Les limites & gauche et a droite en -1 sont Les limites & gauche et a droite en -1 sont EGALES

DIFFERENTES
f posséde une limite en -1 tout court !
f ne posséde pas de limite en -1 tout court !

" o be . Ddns ce cds, on peut écrire : lim f(x) = +o0,
Dans ce cas, il est proscrit d'écrire : lln}_ f(x) = ... P xo—1 fx)
x—>—

b. Calcul de limites

Considérons une fonction f et notons D¢ son domaine de définition. Le plus souvent, on est amené a dresser le

tableau de variation complet, c’est-a-dire muni des « limites aux bornes ».

Domadine de définition Limites aux bornes
De= R =]-00; +oo[ lim f(x) et lim f(x)
X—+00 X—>—00
D¢ = [0; +oo[ lim f(x)
xX—>+ 00
De=10; +oo[ Jim f(x) et lim, f(x)
D¢= R—{a} lim f(x) et lim f(x) et lim f(x) et lim f(x)
x—+00 xX——00 x—at x—a

=]-0;a [ U ]Ja;+oof

Les limites se comportent plutdt bien avec les opérations élémentaires sauf dans quelques situations que nous

0 o

qualifieront de « formes indéterminées » : 00 — 00, 0 X oo, 3

£ Etre en présence d'une forme indéterminée ne signifie pas quon ne peut pas trouver la limite mais seulement

qu'il faut éviter de faire des prédictions trop hasardeuses et surtout qu'il faut utiliser un outil adapté.

Pour les fonctions polynémes ou les fonctions rationnelles, on dispose d'une propriéteé.

@ Proposition : limite d'un polynéme ou d'une fonction rationnelle en I'infini
* La limite en I'infini d'une fonction polyndme est la limite de son terme de plus haut degré.

* La limite en I'infini d'une fonction rationnelle est la limite du quotient des termes de plus haut degré.

J




En présence du mélange (polynome - exponentielle) ou (polyndme - logarithme) on peut lever les

« formes indéterminée » via le théoréeme de croissances comparées.

/ = Proposition : théoréme de croissances comparées

Le principe gér\éral est que l'expor\er\‘tielle est Plus puissante que les puissances qui sont elles-mémes |o|v.s
puissantes que le logarithme.

. . . , ggt . In (x
¥ Auvoisinage de+0 ona:sinEN": [im — =0 et lim ) _
X—+oco € x—>+00 X

¥ Auvoisinage de O ona:sia>0: lirr&x” X In (x) = 0.
X

0.

X—+00

\ ¥ Auvoisinage de - ona:sia>0: lim x"e* = 0.

~

)

2_
Exercice n19 : déterminer la limite en I'infini des fonctions f(x) = x* + 4x + 7 et g(x) = 21

x2+7°

2_ X _
Exercice n°20 : montrer que le graphe des fonctions f(x) = % et g(x) = in

posséde une asymptote
horizontale au voisinage de plus et moins I'infini.

2x%—x e*+1
v g(x) = :

Exercice n°21 : considérons les fonctions f(x) = o v

Déterminer les limites aux points oi elles ne sont pas définies. Donner une traduction graphique.

Exercice n°22 : dprés dvoir déterminé leur ensemble de définition, déterminer les limites dux bornes des fonctions

suivantes : f(x) = (x2 -5x+7) e* et g(x) = In(x) - x.

4. Variation d'une fonction

Fonctions croissantes Fonctions décroissantes

Graphe d'une fonetion eroissante

Graphe d'une fonction décroissante

Dire que f est croissante c'est dire que : Dire que f est décroissante c'est dire que :
« lorsque la variable x augmente, son image f(x) « lorsque la variable x augmente, son image f(x)
augmente aussi ». diminue ».

£ on étudie le sens de variation de f sur un « intervalle | » inclus dans I'ensemble de définition.




# Définition n°9 : monotonie d'une fonction

CONSERVATION DE L'ORDRE : une fonction croissante sur | conserve I'ordre entre x; et x, et leurs
images : f(x1) et f(xz): Vxy, x5 €L,xy <xp = f(x1) < f(xz)

INVERSION DE L'ORDRE : une fonction décroissante sur I inverse I'ordre entre x; et x, et leurs images :
f(x1) et f(x2): VX, %2 € Lxg <x2 = f(x1) = f(xz)

[ 25 Remadrque : le P'“S souvent, on résume le sens de variation dans un « tabledu de variation ». ]

Exemple : dresser le tableau de variation de la fonction ci-contre.

Application de la dérivation au sens de variation d'une fonction : au lycée, il ne vous a pas échappé que le sens

de variation d'une fonction est intimement lié au signe de sa dérivée.

/ @ Proposition : monotonie et signe de la dérivée \
Soit £ une fonction dérivable sur I'intervalle I avec

"  {(x) est nulle alors f est constante sur I,
=  f(x) positive alors f est croissante sur I,

G f'(x) négative alors f est décroissante sur I, J

Exercice n°23 : aprés avoir déterminé leur domaine de définition, dresser le tabledu de variation complet de
2
x“=5

chacune des fonctions ci-aprés : f(x) = 1/3 x* + 2x2 - 5x + 1, g(x) = prary

L h(x) = x* + 3x® -5x% - 3x + 10.
Indication : on montrerd que h'(x) = (x - 1)(4x* + 13x + 3).

est bornée.

Exercice n°24 : montrer, & l'dide d'un tableau de variation que la fonction f(x) = —1

#Définition n°10 : si la fonction f est dérivable en a alors le « nombre dérivé » de f en a noté f'(a)
n'est autre que le coefficient directeuwzgente Ta & C¢ du point Aa ; f(a)).

Dans ce cas, la tangente Ty a pour équation : y = f(a) (x - a) + f(a).

Exemple : déterminer une équation des tangentes ci-contre.

\ ?1\ +2




2 £ dérivable en a avec f'(a) = 0 revient & dire que C¢ posséde

une tangente « horizontale » au looin’f Ala ; f(a)). / i

Exercice 25 : considérons la fonction f(x) = 2x° + 9x* - 48x + 4 et g(x) = i—tl
1. Le graphe de f posséde-t-il des tangentes horizontales ?

2. Déterminer si le gmlolr\e de g loosséo(e des points en lesquels la tangente est pamlléle a la droite

D:5=—3x+7.




CORRECTION DES EXERCICES

Exercice n°1
A=2x3+2x*>+2x?>+2x+3x+3=2x3+4x2+5x+3
B =4 —4x + x*
C=0x?+6x+1)— (x*+4x+4)=8x2+2x—-3
D=1+2x+x*+1—-x%2=2+2x
E=(a+b)(a+b)?=(a+b)(a+2ab+b?) =a3+2a%b+ ab? + ab + 2ab? + b3 = a3 + 3a?b + 3ab? + b3
F=(a+ (=b))3 =a®+3a?(-b) + 3a(=b)? + (=b)3 = a® — 3a?b + 3ab? — b3

Exercice n°2
A=(x+2)[Bx2+D-(x+D]=x+2)Bx?2+1-x-1)=(x+2)Bx?2—x) =x(x+2)(3x—1)
B=(x-4)x+4)+3x—-4)=x—-D[x+D)+3]=x—-4DHx+7)
C=(x-1Dx-1D)-(x-Dx+3)=x-D[x-1D-(x+3)]=x—-Dx-1-x-3)=—-4(x—-1)

Exercice n°3

x+1

1
1. Pour tout réel x, ;2—; existe & x*-4 # 0 & x2 # 4 & x ¥ + 2 Lexpression p est donc définie

pour x € R — {+2}. De méme, pour tout réel x, x—‘/_iexis‘te & Vx existeetx-5# 0 & x > Oetx # 5.

L'expression % est donc définie pour x € [0;5[U]5; +oo].

2x+7  6x+21
Pour x #+ 1, 3 X =
x—1 x—1

3, Pour ER, (x - 1)(x+5)=x2+4x-5et (x - 1)(x - 2) =x2 - 3x + 2,
x%+4x-5
x2-3x+2

Par suite, pour x € R —{1,2},

existe © x2-3x+2 # 0 S (x-1)(x-2)# 0 & x # letx # 2.
x*+4x=5 _ (x=1)(x+5) _ x+5

x2-3x+42  (x-1)(x-2) x-2

4. Mise au méme dénominateur

L'exloression

x 3 x+3
4a\.Pourx€R—{1},;+le—g ]
x 3 x“+3(x-1) x“+3x-3
4b. Pour x ER — {0,1}, -1 > = xG—1) = x(x—1)
x 3 01 xZxx+3x(x—1)+(x-1)  x3+3x%-2x-1
4c. Pour x € R—{0,1}, Py + o + 2 -1 = X*(x—1)

Exercice n°4 : le domaine de définition de chaque équation est R.

x+6=0 ©x=-2donc S =1{-2}
x+5=4x+2 & -5x=-3 & x=3/5donc § = {3/5}
2+x+2=(x-1)(x+2) & 2+x+2=x2+x-2 & 2=—2cequies‘tim|oossib|eo{0ncS=(D

N N

X2 +x=x(x+1) & x2+x=x2+xcequiest toujours vraie donc S= R

Exercice n°5 : le domadine de définition de chaque équation est R.
22 +x - 6=0:lediscriminant vaut : A=1%—4 x 2 X (=6) =49 > 0 donc |'équation posséde deux solutions

réelles : x; = —1—4@ = _78 =-=2 et x,= —1-:/@ = % = % Finalement, s = {-2, 3/2}.

x2 - 4x+4 =0 le discriminant vaut : A= (—4)2 —4Xx1Xx4 =0 donc I'"équation posséde une unique solution
réelle : xo = ;—Z = % = 2. Finalement, s = {2}.

Autre méthode (meilleure) : x2 - 4x+4 =0 (x-2)2=0 & x=2 et donc § = {2}.
x2+x+1=0:lediscriminant vaut : A=12—-4x1x1=-3<0 donc I'"équation n'a pas de solution réelle.

Finalement, S= @
Exercice n’6 : le domaine de définition de chaque équation est R.
x2+mx+1=0:lediscriminant vaut : A=m? —4x1x1=m?—4.
-b m

vV 1%cas:m2-4=0 & m=2oum-=-2adlors I'équation posséo(e une unique solution xy = Py
Sim=2alors xg = -1donc S = {-1}.
Sim=-2alors xp=1et s = {1}.

vV 2% cds:m2-4<0 & -2<m<2et|'équation n'a pas de solution réelle. Finalement, s = @.

v 3mecas:m2-4>0 S m<-2oum>2alors I'équation possede deux solutions réelles distinctes.

-m—-Vm2—4 -m+Vm2—4 _. -m—Vm2-4 -m+Vm2-4
— et x, = — Finalement, S = { 5 , 5 1.

X1 =




Exercice n°7 : le domaine de définition de chaque équation est R.
x2+6=0 < x*=-6. Cette derniere équation ne posséde pas de solution réelle car —6 < 0. D'oir: § = 0.
x2-3=0 & x2=3 & x= +V3 et donc $ = {—V/3,V3}.
(2x - 3)2=25 & (2x-3)2=25 & (2x-3)2=52 & 2x-3=50u2x-3=-5 & 2x=8ou 2x = -2
& x =4 oux = -1 Finalement, S = {4, -1}.
Exercice n°8 : le domaine de définition de chaque équation est R.
! -8x2+7=0 & X2-8X+7=0:lediscriminant vaut : A= (—8)* —4x1x7=36>0 donc I'équation
o e L =)
V 1Ycas:X=1 x2=1 & x=1oux= -1
V o Qimeaps X =7 & x2=7 & x= \/7 ou x = - \/7
Finalement, s = {-1, 1, V7, —\/7}.
' +x'-6=0 & X2+X-6=0:lediscriminant vaut : A= 12 —4x1x (=6) = 25 > 0 donc I'équation
X=x*

posséde deux solutions réelles : X; =

VIS _ 6o 3 e x, =Bty
2 2 2 2

v 1°'ca5'X=—3<=>x2=—3cequi estim[oossibleca\s -3<0Q.

v Q®me cas: X = 2(:)x2‘2<$x—\/§oux=-\/§

Finalement, S = {\/_ ,-V2}.

Exercice n°9 : le domadine de définition de chaque équation est R.
x-D+Ex+Hx-1)’2=0o(x-D[xk+Ex+dHx-D]=0=(Cx—-DxE+x>—x+4x—-4)=0
Sx-1Dx*+4x-4)=0 sx-1 =0oux®+4x—4=0.

PPN
La premiére équation a pour solution x = 1.

Le discriminant de la deuxieme vaut : A=42—4x1X (—4) =32 >0 donc I'équation posséde deux solutions

réelles : x; = _4_2\/5 4 24\/— =-2-2V2 et x,= 4+2m _4+4\/_ = -2+ 2vV2.

Findlement, S ={1,—-2—2v2,-2+2v2}.
x+D=xx*-1D2x+D)eexx+Dx—-((x-1DR2x+1D)]=0=x(x+1)(2x2+2x+1) =0
§x=00ux+1=00u2x2+2x+1=0.

PPN
La premiére équation o pour solution x = 0

posséde deux solutions réelles : X; =

La deuxieme équation a pour solution x = -1

Le discriminant de la troisieme vaut : A=22—-4x2%x1=—-4<0 donc I'équation n'a pas de solution réelle.
Finalement, s = {0, -1}.

3x+Dx+3)=x+3) o x+3)Bx+1D)-(x+3)]=0= (x+3)(2x) =0

§x+3 =0o0u2x=0 & x=-30ux =0. Finalement, s = {0, -3}.

PPN

Exercice n°10
L'équation xi+ 223 est définie pour x + 2 # 0 et x # 0 donc le domaine de définition est R — {—2,0}.

Pour x € R—{-2,0}, “—+2= 3@%(:‘;)2) 3o x2+2x+2=—3x(x +2)

& x? +2x+2=—3x —6x<=>4x +8x+2=0:lediscriminant vaut : A=82—-4x4x2=32>0 donc
I'équation possede deux solutions réelles : x; = _8_8\/3_2 = _8_84ﬁ = _Z;ﬁ et x, = _2+\/§. Finalement,

Y s )

L'équation i—: =0 est bien définie pour x + 4 # 0 donc le domaine de définition est R — {—4}.
Pour x € R — {—4}, i—_‘__: =0 x—4=0 x =4 Finalement, puisque x =4 € R\{—4}alors s = {4}.
L'équation i—i+ 4= % est bien définie pour x +1#0 et x +2# 0 donc le domaine de définition est

R —{-2,—1}.
2 -
Pour x € R — { 2, 1} x+2 14 = 5x x+2 42 4 5x -0 & (x+2)*+4(x+1)(x+2)-5x(x+1) -0
x+2 x+1 x+2 (x+1)(x+2)

(=>(x+2)2+4(x+1)(x+2)—5x(x+1)=0<=>x +4x+4+4(x?+2x+x+2)—5x2—-5x=0




S a2+ A4x+4+4x2 +12x+8—-5x2—-5x =0 1lx+12 =0 = x = — =

11
Finalement, puisque X = —% € R\{—2,—1}alors § = {—%}

Exercice n°11: les inéquations sont polyndmiales de degré 1 et elles ont pour ensemble de définition est R.

PourxE]R,Zx+1<O(=)2x<—1(=)x<—% et donc S=]—00;—%[.

Pour x ER, —6x+3 <0 & —6x < —3 & x 27 et donc S = [5;+o].
Exercice n°12 : les inéquations polynémiales de degré 2 et elles ont pour ensemble de définition est R.
x2 +x +1<0: le discriminant du premier trinéme vaut : A= 12-4x1x1=-3<0 doncil ne posséde pas de
racine réelle et il est toujours du signe de a =1 donc loositif. Par suite, S = .
x2 + 3x -4 < 0: le discriminant du deuxieme trinéme vaut : A =32 —4 X1 X (—=4) = 25> 0 donc il posséde
—3-V25 _ -3-5 _ —3+V25 _ -345 _ 1

eux racines réelles : x; = ——=—4 et x, =
d n 1 2 2 t X 2 2

Le trinéme est du signe de —a = —1 < 0 entre les racines donc § = [—4;1].

Exercice n°13 : I'inéquation : mx2 + 4x +1 > 0 a pour ensemble de définition est R.

Traitons le cas loarticulier o m = 0 cdr dans ce cas, on ad un inéquation de degré T:4x+1 = 0 quia pour
ensemble solution S = ]-1/4 ; +oo[.
Dans la suite, on considére m non nul. Le discriminant vaut: A=4%2 —4xmx1=16 — 4m.

v 1"cas:16-4m < 0 & 4 < malors le trindme est toujours du signe de a = m = 4 donc loosi'ti{-’ donc

s=R
vV 2% cds 1 16-4m > 0 & m < 4: |e trindme possede deux racines réelles distinctes.
-4—/16—4m _ -1-V4-m —1+/4—-m
X, = = et x, = ——.
2m m
19 sous cas : 0 < m < 4 alors x < x; et le trindme est du signe de a = m positif en dehors des racines donc
AT, — 1A=
S=]-00; JU[ ; +ool.
. m m A
28me sous cas : m < 0 alors x; < xi et le trindme est du signe de - a = - m positif entre les racines donc

.- [-1+¢m . —1—\/——m]

m m

Exercice n°14 : les inéquations polynémiales de degré 2 et elles ont pour ensemble de définition est R.
x*-6 < 0 & x® < 6 quia pour solutions S = [—V6 ;6]
X2+ 2 <2x+2) & x2+ 2% <&+ 4 & x2 <4 quiapour solutions § = | —2;2[.
%2 2 (x+1)2-22% © 22 = 2+ 2%+ 1 -2 © x2 > 1<1u.io\loourso|u‘tior\5=]—00; —1]U[1; +ool.
Exercice n°15 : les inéquations (2x+1)(x+7)(x-3) = 0 et 2x(x+1)2 < (1-3x)(x+1)2 ont pour ensemble de définition est R.

Pour la premiére, on dresse un tableau de signes.

x —© -7 —% 3 + o0
2x +1 - - 0 + +
2
x—3 - - -0 +
Produit - 0 + 0 - 0 +




Pour la seconde, ona: 2x(x +1)2 < (1 -3x)(x +1)? © 2x(x+ 1)?* - (1 -3x)(x+1)? <0
S+ 1DCx—(1-30]<0e (x+1)?Q2x—1+4+3x) <0< (x+1)2(GBx—1) < 0.
1

X —o -1 S + oo
(x +1)2 + 0 + +
5x—1 - - 0 +
Produit — 0 — 0 +

S:]—oo;—1[u]—1;§[.

L'inéquation % > 0 est bien définie pour x +4 # 0 donc le domaine de définition est R — {—4}.

X —0 -4 4 +
x—4 - - 0
x+4 - 0 + +
quotient + [ - 0 +

S=]—o00; —4[U] —4; +oo|.

L'inéquation %+ 4 < % est bien définie pour x +1#0 et x +2# 0 donc le domaine de définition est

R—{-2,—1}.

5 x+2 5x x+2 _ 5x (x+2)%2+4(x+1)(x+2)—5x(x+1) 11x+412
Pour x € R\{-2,—1}, x+1 tés x+2 < x+1 +4 x+2 s0 e (x+1)(x+2) = (x+1D)(x+2) —
X —o =2 - g -1 +o0

11x + 12 - - 0 + +

x+1 - - - 0 + 1 _ 12

S=]-o00; —2[U[-2; -1

x+2 - 0 + + +

quotient -] + 0 - +

Exercice n°16 : ensemble de définition

La fonction x = 2¢* + 4x - 2 est définie sur R comme fonction polynéme.

. 2x+4 . . op. . oo
La fonction x = —Z— est une fonction rationnelle définie pour x2 - x non nul soit x(x-1) non nul donc définie

sur R - {0, 1}.
La fonction x = x + In(x) est définie sur ]O ; +oo[ car In(x) existe pour x > 0.

La fonction x = x2¢* est définie sur R comme produit de telles fonctions.

La fonction x = est le quotient d'une fonction définie sur R par une fonction polyndme donc elle

e
(x—2)(x—4)
est définie pour (x-2)(x-4) non nul soit sur R - {2, 4}.

La fonction x = In(x2 - 1) est définie pour x* - 1> 0 soit x2 > 1 donc sur ]-00; 1[U]1 ;+00[.

La fonction x = V—x +5 est définie pour -x+5 positif soit x < 5 donc elle est définie sur ]-00;5].

Exercice n°17 : considérons les fonctions f(x) = %2 x2 et g(x) = - x + 4.

-
=
-
—
x
e
"
(&

(x) © x € {-4, 2} : intersection de la droite et de la parabole.
(x) © x € ]-00; -4[U]2 ;+oo[ : lootro\bole du-dessus de la droite.
(x) © x € 1-4;2[: parabole en dessous de la droite.

-
—_ =
xX X
- —
Y
K




2) Pour tout réel x,f(x)—g(x)=1/zx2-(—x+4)=1/zx2+x—4: A= 12—4—X%X(—4)=9>0 donc le

trindme posséde deux racines réelles : x; = _1?@ =—4 et x, = _11”/5 = 2.
X —00 —4 2 + oo
) - 90) T 0 - 0+
Position Ct au- Cren Ct du-
relative | dessus de C, | dessous de | dessus de C,
Cy

3) Coloviage : régionnement du lolom

10

R W e

s[5 aN Sabaa 13 ;é
B C

Exercice n°18
La condition x = 0 nous dit de considérer le demi-plan & droite de I'axe des ordonnées.
La condition 0 < y < 5 nous de considérer les points situés dans une bande horizontale délimitée par l'axe des
abscisses et la droite d'équation y = 5.
La condition x + y < 7 nous de considérer le demi-plan délimité par la droite D : y = -x + 7 contenant I'origine
(qui vérifie I'inéquation).
‘La condition 2x + y < 10 nous dit de considérer le demi-plan délimité par la droite D' : y = - 2x + 10 contenant
I'origine (qui vérifie I'inéquation).

R

Exercice n°19

lim *+4x+7= lim x*=+0 alors que: lim x*+4x+7= lim x*=-00 car la limite d'un polgnéme au

X—+00 X—+00 X——00 X—>—00
voisinage de l'infini est la limite de son terme de plus haut degré.
2x2-1 . 2x®

i >— = lim = =2 car la limite en I'infini d'une fonction rationnelle est la limite du quotient des
x—-+ 00 X°+7 x>+ o0 X

termes de |olu.s haut degré.
Exercice n°20

. o2x%-1 . 2x? . s . P .
lim =— = lim =-=2 donc le graphe de cette fonction posséde une asymptote horizontale d'équation y
x—-+ 00 x°+1 x>+ o0 X
= 2 du voisindge de plus et moins I'infini.
e*—1 . e*(1-e™%) . 1-e™* . _
im = ———= =1 car lim e™ =0 et ainsi le graphe de cette fonction posséde
x>+ o0 e¥+1 x—+ oo e¥(1+e™%) x—+ 00 1+e™% X+ 00 grap F P

une asymptote horizontale d'équation y = 1 au voisinage de plus I'infini.




e*-1

lim =—1 car lim e* =0 et ainsi le graphe de cette fonction possede une asymptote horizontale
x—— o0 €¥+1 X—— 00

d'équation y = -1 du voisindge de moins I'infini.

Exercice n°21

2_

La fonction f(x) = 2X7X st vationnelle. Elle est définie pour x = 2 non nul donc D¢ = R - {2}.

lim 222X = "2 - o tandlis que : lim 2225 =" £ = 100, On en déduit que le graphe de cette foncti
lim Z—m = andis que : lim =—=="" = +00. On en déduit que le graphe de cette fonction

posséde une asymptote verticale d'équation x = 2.

La fonction g(x) = e:‘;l est définie pour ¥ non nul donc D, = R - {0}.

gci—t%ejc_jl = "0%" = +00, On en déduit que le graphe de cette fonction possede une asymptote verticale d’équation
x = 0.

Exercice n°22
La fonction f est définie sur R comme produit d'une fonction polynme par la fonction exponentielle toutes
deux définies sur R.
lim (v -5x+7)= lim x2 =+00 et lim e =+ donc par produit lim f(x) = +o
X—+0o0 X—+00 X—>+00 X—+00
lim (x2-5x+7) = lim x2 =+00 et lim e =0 donc on est face & une forme indéterminée (FI): « 0 X 00 »

X——00 xX——00 xX——00

Celoendar\‘t, le théoréme de croissances comparées nous dit que l'expor\en’cielle emporte la bataille et donc
lim f(x) = +oo.

xX—+00

La fonction g est définie sur ]0; +0o[ comme différence de la fonction In et d'une polynéme.

xliTm (In(x)) = +o0 et xliTm x = +00 donc par différence, on est face a une forme indéterminée (F1) :

«00 — 00 », On écrit alors: lim f(x) = lim x(ln(x) -1).
X—+00 X—+00 X |
Le théoréme de croissances comparées nous dit que :  lim e _ . Ainsi, par différence et par produit,
xX—>+o0o X
lim g(x) = - oo,
X—>+00

lim (In(x)) = -c0 et lim x =0 donc par différence, on a : lim g(x) = -0 .
x—0 x—0 x—0

Exercice n°23

est définie et dérivable sur comme tonction polynome et {'(x) = x2+4x-5: A= —4x1Xx (=5 = >
td t d bl R t plg t £(x) A4241(5) 36 >0

- S : i -4-/36 —4+/36
donc le trinome posséde deux racines réelles : x; = =-=5 et x; = > =1

X —oo -5 1 +
f + 0 - 0 +

f o 103/3 —, +00

lim f(x)= lim 1/3 x> =+o0 dlors que : lim f(x) = lim 1/3 x* = -o0,

x—+00 xX—+00 X——00 X——00
2_
La fonction g(x) = % est définie et dérivable sur R — {3} comme fonction rationnelle et
, 2x(x—3)—(x?-5)  x2—-6x+5
g'(x) = =

est du signe de son numérateur.

(x-3)* (x=3)?
2 - R . . 6—/16
A=(—=6)"—4x1X5=16>0 donc le trindme posséde deux racines réelles : x; = =1 et
6+V16
x2 = > = 5
X —00 1 3 5 +00
g < o - - o =+
2 [+c0 oo
\
9 o7 ey T —
lim g(x) = lim 2= lim = lim x = 400 et lim g(x) = lim “2= lim © = lim x = —oo
x—+ oog - x—+ 00 X—3 - xX—+ 0 X - xX—+ o - ¢ x—>—oog - x——00 X—3 - x——00 X - X—— 00 -




2 2
. x“-5 4 . . x“-5 4
lim ="—=" = -0 tandis que : lim ="—" = +00,
x—3~ x-3 0 x—3t x-3 ot

h est définie et dérivable sur R comme fonction polyndme et R'(x) = 4x> + 9x2 - 10x - 3.
D'autre loalrt, (x = 1)(4x* +13x + 3) = 4x® + 13x2 + 3x - 4x2 -13x - 3 = 4x* + Ox2 - 10x - 3 = h'(x).

4x2413y+3: A=13%2 -4 x4 X3 =121> 0 donc le trinéme posséde deux racines réelles : x; = % =-3
t oy, = -13+V121 _ 1
el X = —8 = T
X —00 -3 - Ya 1 +00
x-1 - - - 0 +
4x2+13x+3 + 0 - 0 +
Iz -0 + 0 - 0 «
f +00 2661/256 +00

lim h(x)= lim x* = +o0
xX—+ o Xx—+ oo
Exercice n°24

est définie et dérivable sur R comme fonction rationnelle dont le dénominateur ne

2(x%+1)-4x* _ 2-2x2 . .
(241) = Goay est du signe de son numérateur.

La fonction f(x) =

x2+1

s'annule pas. De plus, f'(x) =

(2412
X —o0 -1 1 + o
f' - 0 + 0 -
0 1
. . 2x . 2x . 2
xgimoof(x) B xilir-noox2+1 B xgimm? - xl-ﬂn‘x’; =0

D'apres le tableau de variation ci-dessus, on peu’c dire que : pour tout réel x, -1 < f(x) < 1ce qui nous dit que la
fonction f est bornée entre -1 et 1.
Exercice 25 : considérons la fonction f(x) = 2x> + 9x* - 48x + 4 et g(x) = g
1) La fonction f est définie et dérivable sur R comme fonction polyndme et f'(x) = 6x2+18x-48.
Dans ce cas, f!(x) = 0 & 6x2+18x-60=0 < x2 +2x-8=0: A=22—-4%x1 X (—8) =36 > 0 donc le trinéme

; . , -2—/36 —24/36
possede deux racines réelles : x; = = —4 et x, =

= 2.
On en déduit que le graphe de f posséde des tangentes horizontales aux points d'abscisses x = -4 et x = 2.

2) La fonction g est définie et dérivable sur R — {2} comme fonction rationnelle. De plus, pour x € R — {2},
oy (=2)=(x+1) _ 3
90 = Ty T e
Si on note T la tangente du graphe de g au point d'abscisse x alors dire que T est paralléle a la droite
D :y=-3x+ 7 signifie que ¢'(x) = -3 car deux droites sont paralléles lorsqu'elles ont le méme coefficient directeur.

-3 &

Po\rsui‘te,g'(x)=-3 = — =1 (x2)2=1< x2=1oux2=-1 x=3oux=1

3
(x-2)2 " T (x-2)?
Ainsi, aux points d'abscisses x = 3 et x =1, la tangente au graphe est parallele a la droite D.




